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问题驱动与几何直观融合的高等代数教学改革与实践

——以三个核心概念教学案例为例

胡雅蓉 胡运红

运城学院 山西 运城 044000

【摘 要】：高等代数的抽象性是制约教学质量提升的关键瓶颈。为破解这一难题，本文构建了“问题驱动”与“几何直观”深

度融合的教学模式，并选取“线性空间的定义”、“线性变换的矩阵表示”及“特征值与特征向量”三个典型难点概念，设计了

具体教学案例。实践表明，该模式通过创设“问题链”引导知识再发现，利用几何直观与动态演示搭建理解，能有效激发学生探

究动机，促进其从感性认知向理性抽象的自然跨越，显著深化对代数本质的理解。
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1 引言与问题提出

高等代数是数学类专业的基础核心课程，其思想与方法构

成了现代数学的基石。然而，该课程的教学长期面临“高投入、

低产出”的困境：学生往往能够熟练进行矩阵、行列式计算，

却对线性空间、线性变换、特征理论等核心概念的几何背景与

内在联系茫然无知。这种“知其然不知其所以然”的状态，根

源在于传统“定义-定理-证明-例题”的线性教学模式。这种模

式将高度浓缩、公理化的数学结论直接呈现给学生，割裂了知

识的发生与发展过程，导致学生只能进行浅层的、机械的记忆

与模仿，无法形成深刻的、可迁移的数学思维。

“线性空间”是公理化思维的起点，“线性变换的矩阵表

示”是连接抽象与具体的桥梁，“特征值与特征向量”则是剖

析变换内在结构的钥匙。这三个概念承上启下，构成了高等代

数知识体系的主干。因此，革新这三个概念的教学方法，对于

打通学生的“任督二脉”，提升整个课程的学习效能，具有至

关重要的意义。

针对上述问题，近年来教育界普遍倡导“问题驱动”与“几

何直观”的教学理念。问题驱动教学法旨在通过精心设计的问

题序列，再现数学概念的创造过程，变被动接受为主动建构[1]。

几何直观则强调利用图形、图像和动态演示，为抽象概念提供

具象支撑，降低认知负荷，启发逻辑证明思路[2]。然而，现有

研究多为理念探讨，缺乏针对具体知识点的、可操作性强的典

型案例。为此，本文将上述理念系统整合，并聚焦于上述三个

核心概念，设计出详细的教学案例，旨在为一线教学提供可直

接借鉴的范本，并通过教学实践验证其有效性。

2 教学理念与模式框架

本文的教学改革基于建构主义学习理论，其核心是：知识

的获取并非信息的被动传递，而是学习者在原有经验基础上，

通过与环境的互动主动建构的意义的过程。基于此，我们构建

了“两翼一体”的教学模式框架：

一翼是“问题驱动”：作为课堂教学的“引擎”。教师不

再是知识的宣读者，而是问题的设计者与探究的引导者。通过

创设具有启发性、层次性的“问题链”，制造学生的认知冲突，

激发其求知欲，引导其沿着数学家的思考路径进行探索和“再

发现”。另一翼是“几何直观”：作为理解抽象概念的“脚手

架”。充分利用二维、三维空间的几何原型，并借助 Phython、

MATLAB 等现代信息技术工具进行动态可视化，将抽象的代

数关系转化为直观的图形变化，帮助学生形成“心理表象”，

为严格的逻辑推理提供直觉基础和猜想来源。

一体是指学生的“思维建构”主体。上述两翼共同服务于

学生这一认知主体，最终目标是帮助其顺利完成从具体实例到

公理体系、从算法操作到概念本质、从直观感知到逻辑演绎的

思维升华。

3 核心概念教学案例设计与实践

案例一：“线性空间”公理化定义的教学——从“共性”

中凝练“本质”
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1.教学目标：理解公理化方法的精神实质，懂得线性空间

定义是对众多数学对象共同运算结构的抽象。

2.教学过程：

【创设情境】教师并行列出三组对象：二维实向量 2R 、

所有 22 实矩阵 )(22 RM  、区间 ],[ ba 上的全体连续函数

],[ baC 。

【问题驱动】

问题 1（运算感知）：这三组对象，能否各自定义“加法”

和“数乘”运算？请具体说明。[引导学生回顾向量的线性运算、

矩阵的线性运算、函数的 ))(( xgf  与 ))(( xkf ]。

问题 2（规律探寻）：请分组讨论，这些看似不同的运算，

共同遵守哪些最基本的运算律？[学生通过讨论，通常能归纳出

交换律、结合律、分配律、零元存在性、负元存在性等八条规

律]。

问题 3（结构发现）：元素（点、矩阵、函数）天差地别，

但运算规律却完全一致。这揭示了什么？[引导学生感悟：我们

可以超越具体元素，只研究这个共同的“运算结构”]。

问题 4（定义升华）：如果我们把这个拥有加法和数乘两

种运算，并满足八条公理的数学结构本身定义为一类新的数学

对象，应如何命名？[自然引出“线性空间”的定义]。

3.设计意图与价值：本案例彻底摒弃了直接罗列八条公理

的灌输式教法。通过问题链，学生亲身经历了从具体到抽象的

“数学抽象”全过程。他们不仅记住了定义，更深刻地理解了

公理化的必要性与优越性——即通过提炼共性，实现“以一当

百”的理论普适性。

案例二：“线性变换的矩阵表示”的教学——为“变换”

制作“身份证”

1.教学目标：深刻理解矩阵是线性变换在选定基下的坐标

表示，掌握矩阵表示的推导方法。

2.教学过程：

【创设情境】利用 Python动态演示一个平面线性变换（如

旋转 30°），并高亮显示标准基向量
Te )0,1(1  和

Te )1,0(2  及

其变换后的向量 1e和 2e，如图 1。

图 1 平面旋转 30°的线性变换

【问题驱动】

问题 1（定性观察）：这个变换有哪些特性？[引导说出“直

线变直线”、“原点不动”等线性变换特征]。

问题 2（关键追踪）：如果我们知道了 1e和 2e，能否确定

任意向量
Tyxv ),( 的像 v？[引导学生利用线性性质推导：

212121 )()()( eyexeyTexTyexeTv  ]。

问题 3（矩阵浮现）：将 1e和 2e作为列向量拼成一个矩阵

]|[ 21 eeA  。上面的式子 21 eyexv  可写成何种简洁形式？

[学生立刻得出 Avv  ]。

问题 4（一般化结论）：此结论是特例吗？对于任意 n维

空间V 上的线性变换T ，只要选定V 的一组基 n ,,, 21  ，

并记录下 )(,),(),( 21 nTTT   在V 的这组基下的坐标，就能

唯一确定一个矩阵 A，使得坐标计算满足 AvvT )( 。矩阵 A
被称为？[引出“变换矩阵”的定义]。

3.设计意图与价值：本案例通过动态可视化和环环相扣的

问题，让学生亲眼目睹并亲手推导出矩阵表示定理。基向量的

“命运”是可视化的焦点，它直观地揭示了“矩阵的列就是基

向量的像”这一核心。这使学生理解到，矩阵不是凭空出现的，

它是线性变换在坐标下的具体“身份证”，完美地连接了抽象

的变换与具体的计算。

案例三：“特征值与特征向量”的教学——探寻“变换中

的不变性”

1.教学目标：理解特征值与特征向量的几何本质，掌握其

求解方法，并领会其在简化变换中的价值。

2.教学过程：

【创设情境】：在 Python 中展示一个矩阵 A （如











21
12

A
）

确定的线性变换。在变换前，在平面上绘制一簇从原点出

发的向量，如图 2。
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图 2 矩阵 A确定的线性变换

【问题驱动】

问题 1（直观发现）：仔细观察，在变换过程中，是否存

在一些向量，其方向保持不变？（只有伸长或缩短，或反向）。

请尝试用鼠标标出这些“特殊”的向量（如图 3）。

图 3 特征向量

问题 2（定量描述）：对于你找到的向量 ，变换后 )(T

与有什么关系？（得出  )(T ）。这里的 和 在数学

上称为什么？[引出特征向量与特征值的定义]。

问题 3（方程建立）：将  )(T 用矩阵方程表示

 A ，并变形为 0)(  EA 。这是一个关于 的齐

次线性方程组，存在非零解的条件是什么？[引出特征方程

0 EA  ]。

问题 4（意义升华）：如果我们把坐标系建在这些特征向

量的方向上，这个线性变换会呈现出怎样简单的形式？[引导学

生思考，在新的基下，变换矩阵是对角阵，变换被简化为沿坐

标轴的纯伸缩。此为矩阵对角化思想的几何雏形]。

3.设计意图与价值：本案例彻底逆转了“定义-方程-求解-

举例”的传统顺序。学生是先看到“方向不变的向量”这一震

撼的几何现象，然后才去探寻其代数定义与求法。这使得特征

值/向量从一个抽象的代数概念，转变为一个清晰的、有强烈几

何直观的数学对象，为后续理解矩阵对角化、动力系统、主成

分分析等高级应用奠定了坚实的直觉基础。

4 结论

高等代数的教学，理应是一场引导学生重走探索之旅、领

略数学结构之美的智力冒险。本文针对三个核心概念所设计的

教学案例，系统践行了“问题驱动”与“几何直观”相融合的

教学理念。实践证明，通过创设问题情境引领探究方向，利用

几何直观搭建理解阶梯，能够有效地化解高等代数的抽象性带

来的教学难点，帮助学生不仅“知其然”，更“知其所以然”，

最终实现数学核心素养的实质性提升。这三个案例所形成的教

学范式，对高等代数乃至其他抽象数学课程的教学改革，都具

有普遍的参考与推广价值。
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